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Resumen

Presentamos una caracterización de sistemas contro-
lables con control positivo (CCP), para los casos en
que su representación matricial sea un bloque de Jor-
dan real. En los resultados obtenidos se hace especial
énfasis en el número mı́nimo de controles necesarios
para lograr la controlabilidad.
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1. Introducción

En los últimos años podemos observar un gran in-
terés en el estudio de los sitemas CCP. La restricción
en signo para la entrada es natural en muchas apli-
caciones. En [5] se presenta el siguiente problema:
¿puede el péndulo llevarse a un punto de equilibrio
estable mediante la aplicación de una fuerza continua
en una sola dirección? Se demuestra que el sistema es
controlable con un control escalar positivo. En [4] se
presenta una realimentación acotada y positiva que
estabiliza este problema.
El problema de estabilización es semejante al de con-
trolabilidad. En [6] se caracterizan los sistemas no
lineales que son localmente estabilizables mediante
controles positivos. En [3] se establecen condiciones
necesarias y suficientes para determinar la controla-
bilidad local con control positivo en sistemas lineales
donde la entrada de control se modela en forma gen-
eral. En [4] se considera el caso de sistemas lineales
CCP con valores propios complejos, para diseñar un
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estabilizador global positivo. En [7] se presenta un
ejemplo para mostrar que no es trivial la conexión
entre el problema de control con signo restringido y
el no-restringido.
En este trabajo presentamos una caracterización de
los sistemas CCP para tres casos en particular y de
acuerdo al número mı́nimo de controles necesarios.
Esta caracterización es útil para el planteamiento de
futuros objetivos, como el diseño de funciones de re-
alimentación para la estabilización global de sistemas
lineales más generales.

2. Planteamiento del Problema

Considere el sistema lineal

ẋ = Ax + Bu (1)

con x ∈ Rn, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, y el parámetro
de control u está restringido a tomar valores en el
cono U = Rm

+ . Debido a esta restricción de no-
negatividad, diremos que el control es positivo.
El siguiente resultado, demostrado en [1], dá una car-
acterización de los sistemas CCP,

Teorema 1 El sistema (1) es CCP si y sólo si

(a) La matriz de controlabilidad C =
(B AB · · · An−1B) tiene rango n,

(b) No existe vector propio real v de AT que satisfa-
ga que el producto escalar

v ·Bu ≤ 0

para todo u ∈ Rm
+ .

1
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De todo el conjunto de sistemas CCP, estudiaremos
aquellos en que la matriz A tiene una forma muy par-
ticular, para luego establecer condiciones necesarias
y suficientes sobre la matriz B para asegurar la con-
trolabilidad con control positivo. Analizaremos los
siguientes tres casos:

(i) un valor propio real repetido en forma diagonal

A =


λ

λ
. . .

λ

 (2)

(ii) un valor propio real repetido

A =


λ 1

λ
. . . 1

λ

 (3)

(iii) valores propios reales diferentes

A =


λ1

λ2

. . .
λn

 (4)

3. Resultados Principales

En esta sección damos condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre la matriz B, para asegurar la controla-
bilidad concontrol positivo, para los casos en que la
matriz A es de la forma (2), (3) y (4). En cada una
de las demostraciones usamos el teorema 1 debido a
Brammer.

Teorema 2 (i) El sistema de control ẋ = Ax + Bu,
con A de la forma (2), es positivamente controlable
con n + 1 controles si y sólo si B es de rango n y
existe una columna bk de B tal que

bk =
n+1∑
j=1
j 6=k

cjbj , con cj < 0

(ii) El sistema de control ẋ = Ax + Bu, con A de la
forma (2), no es positivamente controlable con n o
menos controles.

Demostración:
Probemos la primera parte. ⇒) Obsérvese que

AkB = λkB,

por lo tanto

rg(C) = rg(B AB · · · An−1B)
= rg(B λB · · · λn−1B)
= rg(B), (5)

luego entonces, rg(B) = n. Como B tiene rango n,
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las
primeras n columnas de B son linealmente indepen-
dientes, luego entonces

bn+1 =
n∑

j=1

cjbj . (6)

Probaremos por contradicción, que bn+1 es una com-
binación lineal negativa del resto de las columnas
de B. Supongamos que existe un cj no negativo
en (6). Sin pérdida de generalidad supongamos que
cn ≥ 0. Sea W el espacio generado por la coleccón
{b1, . . . , bn−1}, y sea v ∈ Rn un vector no nulo en
el espacio ortogonal de W tal que v · bn 6= 0, luego
entonces v · bi = 0 para i = 1, . . . , n− 1. Ahora bien,

v ·Bu = v ·

n+1∑
j=1

ujbj


=

n+1∑
j=1

uj(v · bj)

= un(v · bn) + un+1(v · bn+1)

= un(v · bn) + un+1

v ·

 n∑
j=1

cjbj


= un(v · bn) + un+1(v · cnbn)
= (un + cnun+1)v · bn.

Por la forma de A, todo vector en Rn es vector propio
de AT , luego entonces, hemos encontrado un vector
propio real v de AT tal que v ·Bu no cambia de signo
para todo u, lo cual es una contradicción, pues nue-
stro sistema es positivamente controlable.
⇐) De la ecuación (5) se sigue que rg(C) = n. Falta
probar la segunda condición de controlabilidad pos-
itiva. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

bn+1 =
n∑

j=1

cjbj ,

con cj < 0 para toda j = 1, . . . , n. Ahora bien, la
colección {b1, . . . , bn} es linealmente independiente,
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pues rg(B) = n. Sea v ∈ Rn, entonces

v ·Bu = v ·

n+1∑
j=1

ujbj


= v ·

 n∑
j=1

ujbj + un+1bn+1


= v ·

 n∑
j=1

ujbj + un+1

n∑
j=1

cjbj


= v ·

 n∑
j=1

(uj + cjun+1)bj


=

n∑
j=1

(uj + cjun+1)v · bj .

Como la colección {b1, . . . , bn} es linealmente inde-
pendiente, existe bk en la colección tal que v · bk 6= 0.
Diseñamos u tal que uj = −cjun+1 para j 6= k y
uk 6= −ckun+1. Esto nos permite diseñar controles
tales que v · Bu tenga cualquier signo. Por lo tanto,
no existe un vector propio de AT que mantenga fijo
el signo de v ·Bu para todo u. Esto termina la prueba
de la primera parte.
Probemos ahora la segunda parte. Sabemos que
rg(C) = rg(B), por lo tanto, para que el sistema sea
positivamente controlable, necesariamente rg(B) =
n, es decir, ocupamos al menos n controles. Probare-
mos que no es suficiente con n tampoco. Sea W el
espacio generado por las primeras n−1 columnas de
B, y sea v ∈ Rn tal que v es ortogonal a W , es decir,
v · bj = 0, para j = 1, . . . , n − 1, y v · bn 6= 0, luego
entonces

v ·Bu = v ·

 n∑
j=1

ujbj


= unv · bn,

el cual no cambia de signo para todo u. Esto termina
la prueba. 2

Teorema 3 El sistema de control ẋ = Ax+Bu, con
A de la forma (3), es controlable con control positivo
si y sólo si en el último renglón de B hay dos entradas
de signos opuestos.

Demostración:
⇒) Lo haremos por contradicción. Supongamos que
todas las entradas del último renglón de B tienen
el mismo signo. Para este caso los vectores propios
reales de AT son todos aquellos vectores cuya última
entrada es diferente de cero y el resto son cero. Luego

entonces, si bj = (b1j , . . . , bnj) son las columnas de
B y v = (0, . . . , 0, 1)T , entonces

v ·Bu = v ·
n∑

j=1

ujbj

=
n∑

j=1

uj (v · bj)

=
n∑

j=1

ujbnj ,

el cual no cambia de signo para toda u, lo cual es
una contradicción, pues el sistema es positivamente
controlable.
⇐) Probaremos primero que rg(C) = n. Por
hipótesis, existen al menos dos columnas de B cuya
última entrada es diferente de cero, supongamos, sin
pérdida de generalidad, que b1 una de ellas. Pro-
baremos que las siguientes n columnas de C son lin-
ealmente independientes: {b1, Ab1, . . . , A

n−1b1}. Ob-
servemos primero que A = λI + N , donde I es la
matriz identidad en Rn×n y N es una matriz nilpo-
tente con las siguientes propiedades:

N =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

. . .
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0

 ,

N2 =



0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0

. . .
0 0 0 0 · · · 1
0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0


, . . . ,

Nn−1 =


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 0 0

...
0 0 · · · 0 0

 , y Nn = 0.

Ahora bien, del teorema del binomio de Newton,

Ak = (λI + N)k =
k∑

j=0

(
k
j

)
λk−jN j , (7)

donde
(

k
j

)
= k!

j!(k−j)! . Supongamos que

n∑
i=1

ciA
i−1b1 = 0
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para algunas constantes ci. Pero

n∑
i=1

ciA
i−1b1 =

(
n∑

i=1

ciA
i−1

)
b1 = 0,

pero la última entrada de b1 es diferente de cero, por
lo tanto,

n∑
i=1

ciA
i−1 = 0.

Ahora bien, usando (7) y cambiando el orden en las
sumas, obtenemos

0 =
n∑

i=1

ciA
i−1

=
n∑

i=1

ci

i−1∑
j=0

(
i− 1

j

)
λi−1−jN j


=

n−1∑
j=0

N j

 n∑
i=j+1

(
i− 1

j

)
ciλ

i−1−j


Por las propiedades enunciadas arriba de la matriz
nilpotente N , se sigue que

n∑
i=j+1

(
i− 1

j

)
ciλ

i−1−j = 0

para toda j = 0, . . . , n−1. Para j = n−1 obtenemos
la ecuación

cn = 0,

para j = n− 2 obtenemos la ecuación

cn−1 + (n− 1)cnλ = 0,

pero como cn = 0, entonces cn−1 = 0; siguiendo
con este proceso obtenemos que ci = 0 para toda
i = 1, . . . , n.
Probaremos ahora la segunda condición de contro-
labilidad. Sea v = (0, . . . , 0, v0) un vector propio de
AT , luego entonces

v ·Bu = v ·
n∑

j=1

ujbj

=
n∑

j=1

uj (v · bj)

= v0

n∑
j=1

ujbnj .

Sabemos que existen j1 y j2 tales que bnj1 y bnj2

tienen signos opuestos, por lo tanto, esto nos permite

diseñar contoles que hagan que v ·Bu posea el signo
que queramos, satisfaciéndose entonces la segunda
condición de controlabilidad. Esto termina la prueba.
2

Observación 1 En este caso sólo son necesarios
dos controles para conseguir la controlabilidad del sis-
tema (1)

Lema 4 Considere el sistema de control ẋ =
Ax + Bu con A de la forma (4). Si la matriz
B = {b1, . . . , bm} es tal que bj posee todas sus
entradas diferentes de cero, entonces la colección
{bj , Abj , . . . , A

n−1bj} es linealmente independiente.

Demostración:
Supongamos que

c1bj + c2Abj + · · ·+ cnAn−1bj = 0,

debemos probar entonces que ci = 0 para toda i =
1, . . . , n. Considere el polinomio de grado n− 1,

f(x) = c1 + c2x + · · ·+ cnxn−1,

y sea bj = (b1j , . . . , bnj)T . Obsérvese que

Akbj = (λk
1b1j , . . . , λ

k
nbnj)T ,

luego entonces∑n
k=1 ckAk−1bj = 0

⇔
∑n

k=1 ckλk−1
i bij = 0, para i = 1, . . . , n

⇔ bij

(∑n
k=1 ckλk−1

i

)
= 0, para i = 1, . . . , n

⇔ bijf(λi) = 0, para i = 1, . . . , n,

lo que implica que f(x) posee n soluciones diferentes,
pero f(x) es un polinomio de grado n − 1, por lo
tanto, del teorema fundamental del álgebra, f(x) ≡
0, es decir,

c1 = c2 = · · · = cn = 0.

2

Teorema 5 El sistema de control ẋ = Ax+Bu, con
A de la forma (4), es controlable con control positivo
si y sólo si en cada renglón de B hay dos entradas
de signos opuestos.

Demostración:
⇒) Lo haremos por contradicción. Supongamos que
el sistema es controlable con control positivo, y que
existe un renglón de B, el k-ésimo, con todas sus en-
tradas del mismo signo. Probaremos que existe un
vector propio real v de AT , tal que v · Bu no cam-
bia de signo para todo control positivo u ∈ Rm

+ .
Por la forma de la matriz A, los vectores propios
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de AT son todos aquellos vectores que coinciden
con las direcciones de los ejes coordenados. Sean
Rk = (rk1, . . . , rkm) el renglón k-ésimo de la ma-
triz B y v el vector propio de AT con un uno en la
posición k-ésima y cero en el resto. Luego entonces,

v ·Bu =
m∑

i=1

rkiui

no cambia de signo, pues ui > 0 y las rki son del
mismo signo para toda i = 1, . . . ,m.
⇐) Por lo hecho arriba, es claro que es posible en-
contrar un vector propio de AT tal que v ·Bu cambie
de signo para distintos controles u. Probemos que
el rango de la matriz de controlabilidad es n. Sea
B = {b1, . . . , bm}. Si B posee una columna con to-
das sus entradas diferentes de cero, del lema 4 se
sigue lo deseado. Supongamos que B no posee colum-
nas con todas sus entradas diferentes de cero. Selec-
cionemos r columnas de B, con r > 1 de la siguiente
forma: sea k1 el número de entradas diferentes de
cero en b1, sea k2 el número de entradas de b2 que
son diferentes de cero, y que son cero en las respec-
tivas entradas de b1, en general, sea kj el número
de entradas de bj que son diferentes de cero, y que
además son cero en las respectivas entradas de b1,
b2, . . ., bj−1. Tenemos entonces, por definición, que
existe r tal que kj = 0 para toda j > r. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que kj 6= 0 para
j ≤ r. Obsérvese que n−k1 es el número de ceros de
la primer columna, n− k1− k2 representa el número
de ceros en la segunda columna y que son cero en la
primer columna, asi hasta que terminamos, es decir,
hasta la columna br, por lo que n−k1−· · ·−kr = 0,
es decir k1 + · · · + kr = n. Considere la siguiente
colección de n columnas de la matriz de controlabil-
idad: b1, Ab1, . . . , A

k1−1b1, b2, Ab2, . . . , A
k2−1b2, . . . ,

br, Abr, . . ., Akr−1br, probaremos que la colección
es linealmente independiente. Supongamos que

r∑
i=1

ki∑
j=1

cijA
j−1bi = 0 (8)

para algunas constantes cij . Debemos probar que
cij = 0 para toda i, j. Sabemos que

Aj−1bi = (λj−1
1 b1i, . . . , λ

j−1
n bni)T ,

luego entonces, la ecuación vectorial (8) es equiva-
lente al siguiente sistema de n ecuaciones,

∑r
i=1

∑ki

j=1 cijλ
j−1
1 b1i = 0

...∑r
i=1

∑ki

j=1 cijλ
j−1
n bni = 0

⇔


∑r

i=1 b1i

(∑ki

j=1 cijλ
j−1
1

)
= 0

...∑r
i=1 bni

(∑ki

j=1 cijλ
j−1
n

)
= 0

(9)

Por la forma en que se escogieron las columnas
b1, . . . , br, es posible descomponer el sistema anterior,
en r subsistemas con k1, . . . , kr ecuaciones cada uno.
Hagamos una partición del conjunto {1, 2, . . . , n} en
los siguientes subconjuntos

{l11, . . . , l1k1
} ∪ {l21, . . . , l2k2

} ∪ · · · ∪ {lr1, . . . , lrkr
},

donde lij es el número de renglón en donde su i-ésima
entrada es diferente de cero y todas sus anteriores
entradas son cero, para 1 ≤ j ≤ ki. Esto nos permite
re-escribir el sistema (9) en la siguiente forma

∑r
i=1 bl1s,i

(∑ki

j=1 cijλ
j−1
l1s

)
= 0 s = 1, . . . , k1

...∑r
i=1 blr−1

s ,i

(∑ki

j=1 cijλ
j−1

lr−1
s

)
= 0 s = 1, . . . , kr−1∑r

i=1 blrs ,i

(∑ki

j=1 cijλ
j−1
lrs

)
= 0 s = 1, . . . , kr

Considere el último subsistema. De nuevo por con-
strucción,

blrs ,r 6= 0 para toda s = 1, . . . , kr

blrs ,i = 0 para i = 1, . . . , r − 1,

luego entonces,

r∑
i=1

blrs ,i

 ki∑
j=1

cijλ
j−1
lrs

 = 0, s = 1, . . . , kr ⇔

blrs ,r

 kr∑
j=1

crjλ
j−1
lrs

 = 0, s = 1, . . . , kr. (10)

Sea

fr(x) =
kr∑

j=1

crjx
j−1

un polinomio de grado kr − 1. De (10) concluimos
que fr(λlrs ) = 0 para s = 1, . . . , kr, lo que implica
que fr(x) ≡ 0, es decir, crj = 0, para j = 1, . . . , kr.
Consideremos ahora el penúltimo subsistema,

r−1∑
i=1

blr−1
s ,i

 ki∑
j=1

cijλ
j−1

lr−1
s

 = 0, s = 1, . . . , kr−1,

en donde hemos hecho crj = 0, para j = 1, . . . , kr.
Por construcción,

blr−1
s ,r−1 6= 0, para toda s = 1, . . . , kr−1,

blr−1
s ,i = 0, para cada i = 1, . . . , r − 2,
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por lo que tenemos que

r−1∑
i=1

blr−1
s ,i

 ki∑
j=1

cijλ
j−1

lr−1
s

 = 0, ⇔

blr−1
s ,r−1

kr−1∑
j=1

cr−1,jλ
j−1

lr−1
s

 = 0, (11)

para s = 1, . . . , kr−1. Sea

fr−1(x) =
kr−1∑
j=1

cr−1,jx
j−1

un polinomio de grado kr−1 − 1. De (11) concluimos
que fr−1(x) posee kr−1 soluciones, luego entonces
cr−1,j = 0 para j = 1, . . . , kr−1. Continuando de
esta forma, concluimos que cij = 0 para toda i, j. 2

Observación 2 En este caso pueden existir sis-
temas que se puedan controlar desde con dos hasta
con 2n controles.

4. Conclusiones

Hemos caracterizado sistemas CCP para los casos en
que la matriz A tiene valores propios reales y está da-
da en las formas (2), (3) y (4). Esta caracterización
permite establecer el mı́nimo número de controles
necesarios para conseguir la controlabilidad del sis-
tema. En [8], Patrick De Leenheer y Dirk Aeyels in-
troducen nuevos conceptos y reconocen nuevos prob-
lemas para los sistemas lineales con control positivo.
Estimamos que nuestra caracterización de controla-
bilidad permite abordar algunos de estos problemas,
propios de los sistemas lineales positivos.
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