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Resumen

Presentamos una caracterizacién de sistemas contro-
lables con control positivo (CCP), para los casos en
que su representacién matricial sea un bloque de Jor-
dan real. En los resultados obtenidos se hace especial
énfasis en el nimero minimo de controles necesarios
para lograr la controlabilidad.
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1. Introduccion

En los tltimos anos podemos observar un gran in-
terés en el estudio de los sitemas CCP. La restriccion
en signo para la entrada es natural en muchas apli-
caciones. En [5] se presenta el siguiente problema:
ipuede el péndulo llevarse a un punto de equilibrio
estable mediante la aplicacién de una fuerza continua
en una sola direccién? Se demuestra que el sistema es
controlable con un control escalar positivo. En [4] se
presenta una realimentacién acotada y positiva que
estabiliza este problema.

El problema de estabilizacién es semejante al de con-
trolabilidad. En [6] se caracterizan los sistemas no
lineales que son localmente estabilizables mediante
controles positivos. En [3] se establecen condiciones
necesarias y suficientes para determinar la controla-
bilidad local con control positivo en sistemas lineales
donde la entrada de control se modela en forma gen-
eral. En [4] se considera el caso de sistemas lineales
CCP con valores propios complejos, para disefiar un
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estabilizador global positivo. En [7] se presenta un
ejemplo para mostrar que no es trivial la conexién
entre el problema de control con signo restringido y
el no-restringido.

En este trabajo presentamos una caracterizacién de
los sistemas CCP para tres casos en particular y de
acuerdo al nimero minimo de controles necesarios.
Esta caracterizacién es ttil para el planteamiento de
futuros objetivos, como el disenio de funciones de re-
alimentacién para la estabilizacion global de sistemas
lineales més generales.

2. Planteamiento del Problema
Considere el sistema lineal
&= Az + Bu (1)

con x € R" A € R"™" B € R"™™ vy el pardmetro
de control u estd restringido a tomar valores en el
cono U = R'. Debido a esta restriccién de no-
negatividad, diremos que el control es positivo.

El siguiente resultado, demostrado en [1], d4 una car-
acterizacion de los sistemas CCP,

Teorema 1 El sistema (1) es CCP si y solo si

c -

(a) La  matriz  de  controlabilidad

(BAB --- A""!B) tiene rango n,

(b) No eziste vector propio real v de AT que satisfa-
ga que el producto escalar

v-Bu<0

para todo u € R
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De todo el conjunto de sistemas CCP, estudiaremos
aquellos en que la matriz A tiene una forma muy par-
ticular, para luego establecer condiciones necesarias
y suficientes sobre la matriz B para asegurar la con-
trolabilidad con control positivo. Analizaremos los
siguientes tres casos:

(i) un valor propio real repetido en forma diagonal

A
A
A= : (2)
A
(ii) un valor propio real repetido
Al
A
A= (3)
1
A
(iii) valores propios reales diferentes
A1
A2
A= 4)
An

3. Resultados Principales

En esta seccién damos condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre la matriz B, para asegurar la controla-
bilidad concontrol positivo, para los casos en que la
matriz A es de la forma (2), (3) y (4). En cada una
de las demostraciones usamos el teorema 1 debido a
Brammer.

Teorema 2 (i) El sistema de control & = Ax + Bu,
con A de la forma (2), es positivamente controlable
con n + 1 controles si y sélo si B es de rango n y
existe una columna by de B tal que

n+1
by = chbj, concj <0

j=1
ik

(i1) El sistema de control & = Az + Bu, con A de la
forma (2), no es positivamente controlable con n o
menos controles.

Demostracién:
Probemos la primera parte. =) Obsérvese que

A*B = \FB,
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por lo tanto

rg(C) = rg(BAB --- A"7'B)
= rg(BAB --- \""'B)
= ’I“g(B), (5)

luego entonces, rg(B) = n. Como B tiene rango n,
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las
primeras n columnas de B son linealmente indepen-
dientes, luego entonces

bn+1 = chbj' (6)
J=1

Probaremos por contradiccién, que b, 41 es una com-
binacién lineal negativa del resto de las columnas
de B. Supongamos que existe un c¢; no negativo
en (6). Sin pérdida de generalidad supongamos que
¢n > 0. Sea W el espacio generado por la coleccon
{b1,...,bn_1}, y sea v € R™ un vector no nulo en
el espacio ortogonal de W tal que v - b, # 0, luego
entonces v-b; =0 parai=1,...,n— 1. Ahora bien,

n+1

(VN E Ujbj
J=1

n+1

= Zuj(v'bj)

= Un(v-bp) + Ung1(v-brya)
= Up(v-bp) + Upt1 | V- chbj
j=1

- Un(’U : bn) + un—i—l(v . Cnbn)
= (Up + Cplnt1)v - by.

Por la forma de A, todo vector en R™ es vector propio
de AT, luego entonces, hemos encontrado un vector
propio real v de AT tal que v- Bu no cambia de signo
para todo wu, lo cual es una contradiccién, pues nue-
stro sistema es positivamente controlable.

<) De la ecuacién (5) se sigue que rg(C) = n. Falta
probar la segunda condicién de controlabilidad pos-
itiva. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

n
b1 =Y cibj,
=1

con ¢; < 0 para toda j = 1,...,n. Ahora bien, la
coleccién {b1,...,b,} es linealmente independiente,



pues rg(B) = n. Sea v € R™, entonces

n+1
v-Bu = wv- Zujbj
j=1
n
= V- Zujbj + un+1bn+1
Jj=1
n n
= V- Zujbj +un+1chbj
Jj=1 j=1
n
= V- Z(uj + cjun+1)bj
Jj=1
n
= > (4 + cjuns1)v- by
Jj=1

Como la coleccién {by,...,b,} es linealmente inde-
pendiente, existe by en la coleccién tal que v - by # 0.
Disenamos v tal que u; = —cjun4+1 para j # k y
Uk # —CrpUp+1. Esto nos permite diseniar controles
tales que v - Bu tenga cualquier signo. Por lo tanto,
no existe un vector propio de AT que mantenga fijo
el signo de v- Bu para todo u. Esto termina la prueba
de la primera parte.

Probemos ahora la segunda parte. Sabemos que
rg(C) = rg(B), por lo tanto, para que el sistema sea
positivamente controlable, necesariamente rg(B) =
n, es decir, ocupamos al menos n controles. Probare-
mos que no es suficiente con n tampoco. Sea W el
espacio generado por las primeras n — 1 columnas de
B, y sea v € R™ tal que v es ortogonal a W es decir,
v-bj=0,paraj=1,...,n—1,yv-b, #0, luego
entonces

n
v - E Ujbj
j=1

= Upv - by,

el cual no cambia de signo para todo u. Esto termina
la prueba. O

Teorema 3 Fl sistema de control & = Ax+ Bu, con
A de la forma (3), es controlable con control positivo
sty solo si en el ultimo renglon de B hay dos entradas
de signos opuestos.

Demostracién:

=) Lo haremos por contradiccién. Supongamos que
todas las entradas del dltimo renglén de B tienen
el mismo signo. Para este caso los vectores propios
reales de A7 son todos aquellos vectores cuya tltima
entrada es diferente de cero y el resto son cero. Luego
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entonces, si b; = (b1;,...,by;) son las columnas de
Bywv=(0,...,0,1)T, entonces

(O iujbj
j=1
= D u(v-by)
j=1

n
E ujbnja
j=1

el cual no cambia de signo para toda u, lo cual es
una contradiccién, pues el sistema es positivamente
controlable.

<) Probaremos primero que rg(C) = mn. Por
hipétesis, existen al menos dos columnas de B cuya
dltima entrada es diferente de cero, supongamos, sin
pérdida de generalidad, que b; una de ellas. Pro-
baremos que las siguientes n columnas de C son lin-
ealmente independientes: {by, Ab,..., A" 1b;}. Ob-
servemos primero que A = A + N, donde I es la
matriz identidad en R™*™ y N es una matriz nilpo-
tente con las siguientes propiedades:

v-Bu =

010 -~ 0
001 -~ 0
N = ,
00 0 1
00 0
0010 0
00 0 1 0
N? =
0000 1
0000 0
0000 0
00 0 1
00 00
Nl = _ , y N"=0.
00 --- 00

Ahora bien, del teorema del binomio de Newton,

k
k_ k_ K\ \k—inri
A()J+N)Z(j))\ N7, (7)

Jj=0

donde ( I; ) = ﬁ Supongamos que

i CiAi_lbl =0
i=1
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para algunas constantes c¢;. Pero

iCiAi_lbl = (i CiAi_1> bl = 0,
=1 i=1

pero la ultima entrada de by es diferente de cero, por

lo tanto,
n

Z CiAi71 =0.
i=1

Ahora bien, usando (7) y cambiando el orden en las
sumas, obtenemos

> et

i=1
n i—1 .

= e )
: J

i=1 7=0
n—1 n i—1

= X[ (e
j=0 i=j+1

Por las propiedades enunciadas arriba de la matriz
nilpotente N, se sigue que

i=j+1

paratoda j =0,...,n—1. Para j = n—1 obtenemos
la ecuacién
¢, =0,

para j = n — 2 obtenemos la ecuacién
en—1+ (n—1)c,A=0,

pero como ¢, = 0, entonces c¢,_1 = 0; siguiendo
con este proceso obtenemos que ¢; = 0 para toda
1=1,...,n.

Probaremos ahora la segunda condiciéon de contro-
labilidad. Sea v = (0,...,0,vp) un vector propio de
AT | luego entonces

v-Bu =

n
v - E ’U,jbj
j=1

n

Sabemos que existen j; y jo tales que by;, y byj,
tienen signos opuestos, por lo tanto, esto nos permite
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disenar contoles que hagan que v - Bu posea el signo
que queramos, satisfaciéndose entonces la segunda
condicion de controlabilidad. Esto termina la prueba.
O

Observacion 1 En este caso sélo son necesarios
dos controles para conseguir la controlabilidad del sis-
tema (1)

Lema 4 Considere el sistema de control & =
Az + Bu con A de la forma (4). Si la matriz
B = {b1,...,by} es tal que b; posee todas sus
entradas diferentes de cero, entonces la coleccion
{b;, Ab;,..., A""1b;} es linealmente independiente.

Demostracién:
Supongamos que

c1bj + coAbj + -+ + CnAn_lbj =0,

debemos probar entonces que ¢; = 0 para toda i =
1,...,n. Considere el polinomio de grado n — 1,

f@)=ci+cox+-- ez

y sea bj = (b1j,...,bn;)". Obsérvese que

AFb; = (Nfbyy, o Mbe) T
luego entonces
22:1 CkAk_lb]‘ = O
A Sr L aM T = 0, parai=1,...,n
& by (Xp_ N = 0, parai=1,...,n
< bijf(\i) = 0, parai=1,...,n,

lo que implica que f(z) posee n soluciones diferentes,
pero f(x) es un polinomio de grado n — 1, por lo
tanto, del teorema fundamental del dlgebra, f(x) =
0, es decir,

cio=cp=---=¢,=0.

O

Teorema 5 FEl sistema de control & = Ax+ Bu, con
A de la forma (4), es controlable con control positivo
st y solo si en cada renglon de B hay dos entradas
de signos opuestos.

Demostracion:

=) Lo haremos por contradiccién. Supongamos que
el sistema es controlable con control positivo, y que
existe un renglén de B, el k-ésimo, con todas sus en-
tradas del mismo signo. Probaremos que existe un
vector propio real v de AT, tal que v - Bu no cam-
bia de signo para todo control positivo u € R
Por la forma de la matriz A, los vectores propios
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de AT son todos aquellos vectores que coinciden
con las direcciones de los ejes coordenados. Sean
Ry = (Tk1y---,7km) €l renglén k-ésimo de la ma-
triz B y v el vector propio de AT con un uno en la
posicién k-ésima y cero en el resto. Luego entonces,

m

v-Bu= g Thilli

i=1

no cambia de signo, pues u; > 0 y las rg; son del
mismo signo para toda ¢ =1,...,m.

<) Por lo hecho arriba, es claro que es posible en-
contrar un vector propio de AT tal que v- Bu cambie
de signo para distintos controles u. Probemos que
el rango de la matriz de controlabilidad es n. Sea
B = {b1,...,b,}. Si B posee una columna con to-
das sus entradas diferentes de cero, del lema 4 se
sigue lo deseado. Supongamos que B no posee colum-
nas con todas sus entradas diferentes de cero. Selec-
cionemos r columnas de B, con r > 1 de la siguiente
forma: sea ki el numero de entradas diferentes de
cero en by, sea ko el nimero de entradas de by que
son diferentes de cero, y que son cero en las respec-
tivas entradas de by, en general, sea k; el nimero
de entradas de b; que son diferentes de cero, y que
ademaés son cero en las respectivas entradas de by,
ba, ..., bj_1. Tenemos entonces, por definicién, que
existe r tal que k; = 0 para toda j > r. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que k; # 0 para
j < r. Obsérvese que n — k; es el numero de ceros de
la primer columna, n — k1 — ko representa el niimero
de ceros en la segunda columna y que son cero en la
primer columna, asi hasta que terminamos, es decir,
hasta la columna b,., por lo que n—k; —---—k, =0,
es decir k1 + -+ + k. = n. Considere la siguiente
coleccién de n columnas de la matriz de controlabil-
idad: bl,Abl, - ,Akl_lbl, bQ,AbQ, Ce 7Ak2—1b2’ ey
b, Ab,, ..., AF~1b,., probaremos que la coleccién
es linealmente independiente. Supongamos que

r ki
> A =0 (8)
i=1 j=1

para algunas constantes c;;. Debemos probar que
cij = 0 para toda %, j. Sabemos que
AT = (N bugy e N ) T

luego entonces, la ecuacién vectorial (8) es equiva-
lente al siguiente sistema de n ecuaciones,

Dict Zfiﬂ CijA{_lbli =0

Z::l Z;Cl:l Cij)\%ilbni = 0
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iy bui (257:1 Cij)\{_1> = 0
< : (9)
> izt bni (Z?Ll Cij)\%_l) =0

Por la forma en que se escogieron las columnas
b1, ...,b., es posible descomponer el sistema anterior,
en r subsistemas con k1, ..., k, ecuaciones cada uno.
Hagamos una particién del conjunto {1,2,...,n} en
los siguientes subconjuntos

{1, .. L u{ld, . R U Ul

donde l; es el nimero de renglén en donde su i-ésima
entrada es diferente de cero y todas sus anteriores
entradas son cero, para 1 < j < k;. Esto nos permite

re-escribir el sistema (9) en la siguiente forma

21:1 bl;,z‘ (Zflzl Cij)\g{l) = 0 s=1,...,k
ks -
E:Zl blg’l,i (Zj:l Cij>\?¢711) = 0 s=1,.
ks i
22:1 bir i (ijl Cz’j/\{g 1) = 0 s=1,

Considere el ultimo subsistema. De nuevo por con-
struccidn,

birr # 0 paratodas=1,... k.

biriy = 0parar=1,...,7—1,

luego entonces,

T ki
j—1
D i | DN,
i=1 j=1

0, s=1,...,k. <

0, s=1,....k. (10)

Sea i
f7(x) = Z Czjj_l
=1

un polinomio de grado k. — 1. De (10) concluimos
que fr(A\ir) = 0 para s = 1,...,k;, lo que implica
que fr(x) =0, es decir, ¢,; =0, para j =1,..., k.
Consideremos ahora el peniltimo subsistema,

r—1 k;
2 : 2 : j—1
blg—li Cij/\lr—l
? s
i=1 j=1

en donde hemos hecho ¢,; = 0, para j = 1,...,k,.
Por construccion,

:0, 321,...7167-_1,

blg—l’r_l # 0, paratodas=1,...,k._1,

b1, = 0, paracadai=1,...,7—2,
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por lo que tenemos que

I
i

r—1 k‘i

E § A\l
bl;”l,i C”)\lg,l

=1 Jj=1

kr_1
byr—1 4 Z CT—LJA}; =0, (11)
j=1
paras=1,...,k._1. Sea

kr—l
fral@) = eprgal™!
j=1

un polinomio de grado k,_; — 1. De (11) concluimos
que fr_1(xz) posee k,._1 soluciones, luego entonces
¢r—1; = 0 para j = 1,...,k,—;. Continuando de
esta forma, concluimos que ¢;; = 0 para toda 7, j. O

Observacion 2 En este caso pueden existir sis-
temas que se puedan controlar desde con dos hasta
con 2n controles.

4. Conclusiones

Hemos caracterizado sistemas CCP para los casos en
que la matriz A tiene valores propios reales y estd da-
da en las formas (2), (3) y (4). Esta caracterizacién
permite establecer el minimo nimero de controles
necesarios para conseguir la controlabilidad del sis-
tema. En [8], Patrick De Leenheer y Dirk Aeyels in-
troducen nuevos conceptos y reconocen nuevos prob-
lemas para los sistemas lineales con control positivo.
Estimamos que nuestra caracterizacion de controla-
bilidad permite abordar algunos de estos problemas,
propios de los sistemas lineales positivos.

Referencias

[1] R.F. Brammer. Controllability in linear au-

tonomous systems with positive controllers.
SIAM J. Control, 10. 1972.

[2] T.XKailath. Linear Systems. Prentice-Hall. 1980.

[3] V.I. Korobov. A geometrical criterion for local
controllability of dynamical systems with restric-
tions on controls. Diff. Uravn., 15, pp 1592-1599.
1979.

[4] H. Leyva, F.A. Carrillo. Estabilizacion global de
sistemas lineales con control positivo. XI Con-

greso Latinoamericano de Control Automaético.
La Habana Cuba. 2004.

ISBN: 970-32-2137-8

CONGRESO ANUAL DE LA AMCA 2004

[5] H. Saperstone, J.A. Yorke. Controllability of lin-
ear oscillatory systems using positive controls.
SIAM J. Control, 9. 1971.

[6] G.V. Smirnov. Global guidance stabilization of
linear control systems. Int. J. Robust Nonlinear
Control, 9, pp 585-598. 1999.

[7] W.P.M.H. Heemels, S.J.L. Van Einjndhoven,
and A.A. Stoorvogel. Linear quadratic regulator
problem with positive controls. Int. J. Control,
1998, Vol. 70, No. 4, pp 551-578.

[8] Patrick De Leenheer, Dirk Aeyel. Stabilization
of positive linear systems. Systems & Control,
Letters 44 (2001), pp 259-271.

269



	Resumen
	1. Introducción
	2. Planteamiento del Problema
	3. Resultados Principales
	4. Conclusiones
	Referencias
	INDICE

